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Рассмотрена методика математического моделирования и решения задач дискретной оптимизации с помощью не-
прерывной логики. Дано решение ряда типовых статических задач: задача о назначении, задача оптимизации пла-
нирования технологического процесса и др. Рассмотрены также некоторые динамические задачи, например, задача 
оптимизация расписания. 

 
 
1. Введение. Многие задачи проектирования, уп-

равления объектами, распределения ресурсов и т. д. 
сводятся математически к оптимизации функций дис-
кретных переменных. Дискретная оптимизация широко 
использует переборные методы решения задач. Но они 
характеризуются быстрым ростом сложности вычисле-
ний при увеличении размеров задач и отсутствием обо-
зримого аналитического представления алгоритма оп-
тимизации в случае высокой размерности задачи. 
Возможный путь состоит в представлении алгоритма в 
структурной форме, т. е. в виде суперпозиции подалго-
ритмов меньших размеров. Такая декомпозиция алго-
ритма может уменьшить сложность отыскания оптиму-
ма, что является главным достоинством данного под-
хода. Однако структуризация алгоритма требует матема-
тического аппарата, пригодного для описания суперпози-
ции алгоритмов. В 1977 г. В.И. Левин (при участии 
В.А. Меркулова) показал, что таким аппаратом может 
служить непрерывная логика, которая адекватна проблеме 
дискретной оптимизации, т. е. позволяет представить 
алгоритм оптимизации в виде суперпозиции логиче-
ских операций дизъюнкция и конъюнкция над задан-
ными параметрами оптимизируемой функции. На базе 
этого открытия в 1970–80-е годы была построена струк-
турно-логическая теория дискретной оптимизации [1–
84]. Тот факт, что адекватным математическим аппара-
том для построения структурной теории дискретной оп-
тимизации оказалась именно непрерывная логика, 
связан с тем, что элементарные операции этой логики – 
дизъюнкция ),max( baba =∨  и конъюнкция 

),min( baba =∧  осуществляют выбор большего 
(меньшего) из двух чисел, т. е. представляют собой 
элементарные акты оптимизации. 

 
2. Общие принципы структурно-логической тео-

рии дискретной оптимизации и некоторые типовые 
статические оптимизационные задачи. Существен-
ными преимуществами построенной структурно-
логической теории дискретной оптимизации явилось 
то, что представление алгоритма оптимизации в виде 
суперпозиции логических операций позволяет путем 

эквивалентных логических преобразований представлять 
алгоритм в минимальной или другой необходимой фор-
ме (например, в форме декомпозиции на алгоритмы 
оптимизации задач меньшей размерности). Другие 
преимущества структурно-логического подхода к дис-
кретной оптимизации – обозримость получаемого логи-
ческого представления алгоритма оптимизации, фор-
мализованный характер синтеза этого алгоритма для 
решаемой задачи, возможность предварительной оценки 
сложности вычислений, возможность формализованно-
го перехода от точного алгоритма к приближенному, 
путем отбрасывания в первом некоторых структурных 
частей, возможность распараллеливания вычислений. 

Научная работа в указанном направлении не ограни-
чилась открытием структурно-логического подхода к 
решению задач дискретной оптимизации и построением 
соответствующей достаточно общей теории. Было так-
же уделено большое внимание решению конкретных 
классов задач дискретной оптимизации. Первой такой 
задачей, для которой был формально синтезирован 
логический алгоритм решения, была задача о назначе-
ниях [1, 5]. Эта задача формулируется в общем виде 
следующим образом. Имеется n  должностей и n  кан-
дидатов на эти должности. Известны значения ija  эф-

фективности кандидатов i  в должностях j . Требуется 
распределить кандидатов по должностям таким образом, 
чтобы все должности были заняты, все кандидаты тру-
доустроены, а суммарная эффективность сделанного 
распределения была максимальна. В терминах задачи о 
назначениях формулируются многие практические 
задачи: формирование коллектива, распределение ре-
сурсов и др. Синтезированный логический алгоритм 
решения этой задачи, имеющей размерность n , сводил ее 
к двум задачам меньших размерностей 1n  и 2n , таких, 

что nnn =+ 21 . Это позволяло получить решение зада-
чи путем ее последовательного разложения на задачи 
все меньших размерностей. Такого же типа алгоритмы 
использовались и для последующих решенных задач. 
Существенно отметить, что при таком подходе к реше-
нию задачи каждый шаг ее разложения на меньшие 
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подзадачи приводит к уменьшению сложности получае-
мого алгоритма решения. Кроме того, эта сложность зави-
сит от соотношения размерностей подзадач. Доказано, 
что результирующая сложность алгоритма оказывается 
минимальной, если на каждом шаге разложения задача 
разбивается на две подзадачи одинаковой размерности. 

Очередной решенной задачей была задача опти-
мального распределения работ в системе без ограниче-
ний [7, 8]. Эта задача может быть сформулирована сле-
дующим образом. Имеется n  различных заданий и m  
различных исполнителей. Эффективность выполнения 
i -м исполнителем j -го задания равна ija . Требуется 

распределить задания между исполнителями так, чтобы 
суммарный эффект от выполнения всех заданий был 
максимальным. При этом каждое задание должно быть 
целиком поручено какому-то одному исполнителю, но 
каждый исполнитель может выполнить любое число 
заданий. В терминах распределительной задачи без ог-
раничений формулируются многие практические зада-
чи: распределение задач между компьютерами, распреде-
ление обработки деталей между станками и т. д. Получен-
ный алгоритм решения этой задачи представлял собой 
процедуру ее последовательного разбиения на подзада-
чи с меньшим числом заданий. Вскоре после этой зада-
чи было получено решение более общей задачи опти-
мального распределения работ в системе с ограничениями 
[13]. Ее отличие от предыдущей задачи заключалось в 
том, что каждый исполнитель не может выполнять лю-
бое число заданий – это число теперь ограничивается сни-
зу и сверху, причем границы для различных исполни-
телей различны. 

Следующей решенной задачей стала более сложная за-
дача оптимального планирования технологического про-
цесса в последовательной системе [22]. Ее формулировка 
такова. Имеется система из P  последовательно соеди-
ненных блоков. В каждом i -м блоке выполняется i -я 
технологическая операция. Каждая операция может 
выполняться в одном из M  режимов. Выполнение в 
i -м режиме j -й операции требует времени ija  и рас-

ходов ijb . Необходимо выбрать режимы операций, ми-

нимизирующие суммарное время выполнения всех опе-
раций, при условии, что суммарные расходы не превзой-
дут величины b . В этой задаче технологический про-
цесс понимается широко. Например, операции могут 
быть вычислительными, а режимы означать компьюте-
ры с различными характеристиками. Полученный алго-
ритм решения данной задачи имел вид процедуры ее 
последовательного разбиения на подзадачи с меньшим 
числом операций. 

 
3. Обобщение структурно-логического подхода к 

дискретной оптимизации. Оптимизационные задачи 
динамического типа. Дальнейшее продвижение в по-
строении структурно-логической теории дискретной 
оптимизации шло в четырех различных направлениях. 

Во-первых, начали изучаться многомерные задачи 
дискретной оптимизации [19, 29, 59]. Например, трех-
мерная задача о назначениях, которая отличается от 
рассмотренной выше двухмерной задачи тем, что зна-
чения эффективности кандидатов в различных должно-
стях являются не двухпараметрическими – ija , а трех-

параметрическими – ijka , т. е. зависят не только от 

номера кандидата i  и номера должности j , но и от 

дополнительного параметра k , могущего означать, 
например, номер отдела, в котором будут работать кан-
дидаты после их зачисления на должность. При этом 
принцип структурно-логического синтеза алгоритма 
решения многомерной задачи не отличается от соот-
ветствующего для двухмерной задачи. 

Во-вторых, была поставлена и успешно решена но-
вая проблема, связанная с задачами дискретной опти-
мизации – качественный анализ решения задачи дис-
кретной оптимизации [20]. Под качественным анали-
зом здесь понимается изучение вариации значения 
оптимума функции при варьировании значений ее па-
раметров. Решение проблемы качественного анализа 
решения задачи дискретной оптимизации было полу-
чено с помощью структурно-логического подхода, 
позволяющего, как уже говорилось, представить алго-
ритм нахождения оптимума, а значит, и сам оптимум, в 
логико-аналитической форме. После чего для решения 
проблемы остается найти вариации этой формы при 
вариациях ее переменных – параметров оптимизируе-
мой функции. 

В-третьих, была решена проблема построения алго-
ритма приближенного решения задач дискретной опти-
мизации [27]. Это построение, как было доказано, мож-
но осуществить, синтезировав сначала точный алгоритм 
решения задачи, а затем отбросив в нем некоторые отно-
сительно несущественные структурные части. В резуль-
тате получается алгоритм приближенного решения 
задачи дискретной оптимизации, который, вдобавок, 
проще соответствующего точного алгоритма. С помо-
щью приближенных алгоритмов оказывается возмож-
ным решение задач дискретной оптимизации высокой 
размерности. 

В-четвертых, был совершен переход от решения за-
дач дискретной оптимизации статического типа, рас-
смотренных выше, к задачам динамического типа, в 
качестве которых были рассмотрены задачи теории рас-
писаний [35, 37, 39, 43, 44, 47, 51, 54, 65]. Наиболее 
детально были изучены задачи составления оптималь-
ного расписания в конвейерных системах, формулируе-
мые следующим образом. Имеется система из m  по-
следовательно соединенных блоков и n  работ. Каждая 
работа содержит m  операций, выполняемых в указан-
ных блоках. Заданы времена ija  выполнения операций 

i  в работах j . Работы запускаются в систему и про-
ходят ее блоки в одном и том же порядке. При этом 
загрузка входного блока 1 очередной работой и начало 
выполнения им своей операции следует сразу после 
его освобождения от предыдущей работы (т. е. у бло-
ка 1 нет простоев). Однако любой следующий блок 
начинает выполнять свою операцию в очередной рабо-
те j  не сразу после выполнения предыдущей работы, 
а лишь после выхода работы j  из предыдущего блока. 
Таким образом, в блоках m,...,3,2  возможны простои. 
Возможно, что работа, поступающая на вход блока 

m,...,3,2 , застает его занятым предыдущей работой. 
Так что блок работает без простоев, но поступающие в 
него работы ожидают выполнения операции, образуя  
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очередь. Задача: определить порядок подачи работ в сис-
тему, при котором суммарное время выполнения всех 
работ в ней минимально. В терминах сформулированной 
задачи описываются многие прикладные задачи: оп-
тимальное планирование обработки партии деталей на 
станочной линии, оптимальная обработка пакета про-
грамм в последовательной вычислительной системе, 
оптимальное планирование порядка приема посетите-
лей и т. д. Было доказано, что для сформулированной 
задачи существуют обозримые условия оптимальности 
последовательности работ различных типов – необхо-
димые, достаточные, смешанные, – выписываемые в 
явном виде для любой размерности задачи nm× . Эти 
условия имеют вид систем неравенств между некоторы-
ми непрерывно-логическими функциями, аргументы 
которых – временные параметры ija  изучаемой систе-

мы. Это открытие позволило построить далеко про-
двинутую структурно-логическую теорию расписаний, 
в которой рассматривается и решается целый ряд за-
дач, отсутствующих в общей теории расписаний (ана-
литическое изучение задач высокой размерности; каче-
ственный анализ зависимости решения задачи от варь-
ирования ее параметров nmaij ,, ; построение опти-

мальных расписаний выполнения работ в неконвейер-
ных последовательных системах – в них порядок про-
хождения работ через различные блоки системы может 
быть различным и т. д.). Наиболее полные сведения о 
структурно-логической теории расписаний можно най-
ти в книгах [73, 85]. Кроме того, в книге [73] приведе-
ны достаточные сведения о структурно-логической тео-
рии статической дискретной оптимизации. 

 
4. Заключение. Работы по построению структур-

но-логической теории дискретной оптимизации на 
основе непрерывной логики имели большое прикладное 
значение, сформировав еще одну область практической 
деятельности, где с большим успехом можно приме-
нять логические методы. Применение непрерывной 
логики к задачам оптимизации позволило взглянуть на 
эту область с более широкой, чем это было раньше, 
точки зрения. Именно, появилась возможность не 
только записывать в логической форме алгоритмы ре-
шения тех или иных оптимизационных задач, упрощая 
их затем по законам эквивалентных преобразований 
алгебры логики, но и выводить формально общие 
принципы оптимальности, применимые к решению 
целых классов оптимизационных задач. Например, 
этим путем был получен принцип разложения, являю-
щийся обобщением принципа оптимальности Беллмана 
и позволяющий решать дискретную оптимизационную 
задачу путем ее разложения на подзадачи того же типа, 
но меньшего размера. Все эти достижения были полу-
чены благодаря алгебраизации решения оптимизаци-
онных задач, в данном случае – путем применения ал-
гебры непрерывной логики. 
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Levin V.I. Logic modelling of static problems of discrete op-

timization. The technique of mathematical modelling and the  
 

discrete optimisation problems decision by means of continuous 
logic is considered. The decision of some typical static problems 
is given: a problem about appointment, a problem of technologi-
cal process planning optimization, etc. Some dynamic problems, 
for example a problem of schedule optimization, are considered 
also. 

Key words: the continuous logic; discrete optimization; 
static and dynamic optimization; two-dimensional and multidi-
mensional problems. 

 


